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Aufgabe 1. Sei V ein Vektorraum und &V eine endliche linear unabhangige Teilmenge. Sei
b:= S caa. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

1. b A
2. AU {Db} ist linear abh&ngig.
3. IstCc Au{b} und|C| = |A|, dann ist C linear unabh&ngig.

Aufgabe 2. Wir betrachten den Vektorraum? und die Teilmenge A= {ej,e; +e,e1+ e+
es3}, wobei(g )i—1 2 3 die Standardbasis vdﬁ% bezeichnet.

1. Zeigen Sie, daR A eine Basis \ihist.

2. Zeigen Sie, daR der duale Rayf#§)’ eine eindeutig bestimmte Bagig)aca mit der
Eigenschaft

Ua<b) - 6a7b , a, b € A

besitzt (so eine Basis nennt man auch die zu A duale Basis).
3. Geben Sie diese Basis an, indem Sie die We(tg)dur alle ac Aund i=1,2,3angeben.

Aufgabe 3. SeiV ein K-Vektorraum und@AV linear unabhangig. Sei weiters- 5 ;caAaa €<
A > eine Linearkombination von Elementen von A. Zeigen Sie folgende Aussage: Die Famil
(a—Db)aca ist genau linear unabhéngig, werfycaAa # 1 gilt.

Aufgabe 4. Sei f: A — B eine Abbildung zwischen Mengen und K ein Kdrper. Wir definieren
f*: KB — KA durch f*(g)(a) := @(f(a)) fur alle ac A, wobeip € KB ist.

1. Zeigen Sie, daR*f KB — KA eine lineare Abbildung ist.
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2. Zeigen Sie, dal3 sichi £u einer linearen Abbildung voa B > nach< A > einschrankt,
wenn|f~1({b})| < « fiir alle b € B gilt (man sagt dazu auch, f habe endliche Fasern).

3. Sei g B — C eine weitere Abbildung von Mengen. Zeigen Sie,(da¥ )* = f* o g* gilt.

Aufgabe 5. Sei f: A— B eine Abbildung zwischen Mengen. Die Abbilduné»fB —<B>—
KB hat eine lineare Ausdehnurfg< A >— K&.

1. Zeigen Sie, da®()(b) =  t(a)—p W () fur alle b€ B gilt, wobeiy €< A > ist.

2. Zeigen Sie, daR(< A>) Cc< B> gilt.

3. Zeigen Sie, daR sich zu einer Abbildung .f: K» — KB durch die Formel 1. ausdeh-
nen laikt, wenn f endliche Fasern hat (siehe 2. der Aufgabe 4 fur eine Erklarung diese
Bedingung).

4. Moge f endliche Fasern haben. Beschreiben Sie die Abbildurigef, £ End(KB) und
f, o f* € End(K”) moglichst explizit.

Aufgabe 6. Wir betrachten die StandardbasisA {g|i = 1,2, 3,4} vonR*. Wir betrachten wei-
ter die Familie(q;)i—1,._ 4, welche durch a:= (1,2,3,4)!,ap:=(2,3,4,5)",a3:= (3,5,7,9)! a4 :=
(5,5,5,5)! gegeben ist.

1. Bestimmen Sie die Dimension des yafi—1 .4 in R4 erzeugten Unterraumes.
2. Bestimmen Sie die gro3te Zahl n derart, daf}i—1,... n linear unabhéangig ist.

3. Erganzen Si¢a)i—1,... n durch Elemente der Standardbasis zu einer Basis B (Die Zahl n
wurde in 2.bestimmt).

4. Bestimmen Sie die BasiswechselmatrizéA,8) und M(B,A).

5. Bestimmen Sie die Koordinaten voneztiglich B.



